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Ecuaciones diferenciales parciales

Definicion
Dada la funcion u=u(x,y,z), una ecuacion diferencial en derivadas parciales se

expresa en una forma en que se relacionan las derivadas parciales con las
variables independientes. Asi:
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El orden de la funcion lo da el mayor grado en que aparece la derivacion parcial.

Tipos de ecuaciones

Considérese la siguiente ecuacion de segundo orden, de dos variables
independientes, que ademas es homogénea y con coeficientes constantes.
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Segun los valores de a, b, h, las ecuaciones pueden ser:

Tipo de ecuaciéon Condicién Casos

Eliptica ab-h*>0 Ecuacion de Laplace. Problemas de
estatica en elasticidad.

Parabolica ab-h*=0 Ecuacion de difusion. Problemas
dependientes del tiempo.

Hiperbdlica ab-h’<0 Ecuacion de onda. Problemas de
propagacion de ondas.

Un caso particular es la ecuacion de Euler, que se expresa en la forma
0%u 0%u 0%u
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Conceptos en calculo de variaciones
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El calculo de variaciones trata con problemas de valores extremos de funciones
de integrales, que a su vez contienen varias funciones como argumentos. A estas
funciones se les conoce como funcionales. Entre las mas conocidas esta el
funcional simple o de primer orden.

X1
1(y) =f F(x,y,y )dx
X0

La funcion F(x,y,y’) es una funcion real conocida cuyos argumentos x, v,
y’=dy/dx, son también reales. El resultado de /(y) depende de la eleccion de

y=y(x).

+ Concepto de variacién

Considérese el problema de determinar y(x) tal que I(y) tenga un minimo. Para un
valor determinado y(x), la integral tiene el valor I1(¥).
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Considérese la funcion y(x) que hace minima a la integral /(y). Y otra funcion
arbitraria y(x), entre las cuales existe una diferencia minima (que se llama
variacion débil), y en el intervalo xo y x4, s€ cumple:

y(x) = y(x) = en(x)

Donde € es un parametro real, y n(x) completa la diferencia entre los puntos de
las curvas entre los dos puntos del intervalo. La diferencia

8y = en(x) = y(x) —y(x)

Es denominada la variaciéon dy de la funcién y(x). Dado que todas las curvas
deben pasar por los puntos (xg,Vo) Y (X1,V1), s€ cumple:

n(x) =n(x) =0
Ademas, como y(x) hace minimo a la integral I(y), también se cumple:

1) =1 +en) =1(y)



Curva que minimiza
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EJEMPLO DE VARIACIONES

Para que y(x) sea la funcion que haga minima a la integral, es condicion
necesaria, que:
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¢ Ecuacién de Euler para funcionales simples
Se considera el funcional sélo hasta la primera derivada:
F=Fxyy)
Al cambiar y(x) por la familia y(x)+en(x), el incremento de la funcion sera:
AF =F(x,y+eny +en)—F(x,y,y)

Al desarrollar en serie de potencias de €, despreciando las potencias superiores
de este parametro, la variacion de F puede escribirse como:

Al llevar la variacion de F a la variacion de I, es posible llegar a la ecuacion de
Euler:

JoF d (6F) ar,

dy dx\oay' Y odx
Donde los subindices sustituyen a las derivadas parciales. Al desarrollarse, por
derivacién en cadena

=0 o bien
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Se tiene:



Esta expresidn es también conocida como ecuacion Euler-Lagrange. Es una
ecuacion diferencial de segundo orden, y en general tendra dos familias de
soluciones, una de las cuales corresponde a un extremo de I.

Es posible una generalizacion de las ecuaciones de Euler para funcionales de
mayor orden (con derivadas de mayor orden como argumentos), asi como para
funcionales de varios argumentos (de otras variables ademas de x).

¢ Métodos variacionales
Se dispone de métodos para obtener soluciones aproximadas a las ecuaciones de
Euler. Las diferencias entre ellos no son esenciales. El método de Ritz y el
método de Garlekin son los mas conocidos.
Método de Ritz
Para aproximar una solucion y(x) que minimice a la integral

X1

10) = | Feuy.y)d

X0

Tal que se cumpla las condiciones de frontera
y(x0) = yo () =3
El método de Ritz requiere la formacion de un polinomio para j, (x) de la forma:
Vie(x) = @ (x, @y, az, ., @)

Puede tratarse de un polinomio algebraico, trigonométrico, u otro, en el cual los
coeficientes se determinan del sistema de ecuaciones:
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Si la secuencia de funciones y, (x) es convergente, es posible establecer las
condiciones para las cuales se cumpla:

gl_fg(yn) = Inin
Esto es, es posible aproximar un valor de /,,;,, con tal de elegir en la funcion y, (x)
un numero suficiente de coeficientes a;. Una solucion similar puede plantearse
para el caso bidimensional.
Método de Garlekin

Se trata de una aproximacion mas amplia que en el caso anterior. Se trata de la
obtencion de una solucion aproximada

n

u,(x,y) = Z ai@;(x,y)

j=1
De la ecuacion diferencial
L(w)=0

Se busca que la aproximacion sea en el sentido de los minimos cuadrados, en la
forma:

min (| [L(u,) — L(w)]*dxdy
f



Caso

Esto significa que los coeficientes a; deben determinarse de tal manera que se
obtenga el minimo sefalado. Al reemplazar los valores de u,(x,y) y la condicion
para L(u), y derivando el resultado respecto a aj, se tiene el sistema de
ecuaciones

n
J-fL (Z a; ;) dxdy = 0 i,j=12,..,n
j=1

De donde se determinan los coeficientes a;.

de optimizacion

Los de optimizacion, constituyen casos comunes para la aplicacion del calculo de
variaciones. Aqui se presenta el planteamiento de uno de ellos.
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El estudio tiene como proposito presentar un método para obtener la forma de un
cable, cuyo volumen (o peso) debe ser un minimo.
+ Condicion de éptimo

Para una carga p(x), la forma del cable responde a:

Donde y es el desplazamiento del
eje del cable, M es el momento
de flexion equivalente a una viga
simplemente apoyada sometida a
la misma carga y con la misma
luz L. H es el componente de la
reaccion horizontal en el apoyo.

M-Mh.plx) Asi, la longitud especifica del

cable por unidad de longitud
= = ® horizontal es:
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Donde M’ corresponde a la diferenciacion con respecto a la coordenada
horizontal x.

1
2

CABLE Y VIGA EQUIVALENTE

El area A de la seccion transversal del cable debe ser capaz de soportar la
maxima fuerza axial en el cable. Esta fuerza esta localizada en el apoyo con el
mayor componente vertical de la reaccion. Esta area resulta:

H(1+ $%)!/2
4 HC )
0o

En donde S=V,,./H es la maxima pendiente del cable. V. es el mayor
componente vertical de la reaccion en el apoyo, y oy es el esfuerzo de fluencia
del cable.



El volumen total del cable, @, resulta:
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FORMA OPTIMA DEL CABLE CON CARGA
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

El articulo desarrolla una solucion analitica para la obtencion del volumen
minimo, asumiendo algunas simplificaciones.

Calculo de variaciones y el método de elementos finitos
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Muchos de los problemas en ciencias e ingenieria han sido planteados con el uso
de ecuaciones diferenciales o integrales. Anteriormente, las pretensiones de una
solucion analitica cerrada resultaban complejas (y en muchos casos, sélo posibles
después de simplificaciones significativas). Felizmente las soluciones
aproximadas, que demandan un trabajo numérico y son de tedioso trabajo
manual, pueden ahora ser abordadas con el empleo de las computadoras.
También es el caso del método de elementos finitos.

El método de elementos finitos fue introducido por ingenieros entre los finales
del 50 y los comienzos del 60 del siglo pasado, como una soluciéon numérica de
ecuaciones diferenciales, especialmente en el campo del analisis de estructuras.
Su aplicacion a diversas estructuras, como vigas, columnas, marcos, placas y
otras, requeria del fraccionamiento de las mismas en partes menores, llamadas
precisamente elementos finitos, y cuyo comportamiento estructural era simple y
conocido. La compatibilidad en el desplazamiento de los nudos comunes,
completa la integracion de los elementos.

A mediados de los 60 comenzd el estudio matematico del método de elementos
finitos, llegando a ser claro que el método correspondia a una técnica general
para soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales, con raices en el calculo
de variaciones de antigua data. En los 60 y 70, el método fue desarrollado como



uno general para soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales parciales y
ecuaciones integrales, con aplicaciones en muchos campos de las ciencias e
ingenierias.

Como todo método numérico, se trata de convertir el problema de ecuaciones
diferenciales en un problema discreto, expresado en un sistema de ecuaciones
con un numero finito de incognitas que se resuelven con el uso de un
computador.

El proceso que se usa en el método de elementos finitos comienza por
reformular las ecuaciones diferenciales como un problema equivalente del
cdlculo de variaciones. Se expresa en la forma

Encontrar u, €V, talqueF(u,) < F(v) paratodo v €V, M)

Donde V}, es un conjunto de funciones simples que dependen solamente de un
numero finito de parametros. Las funciones v en V,, representan cantidades
variando continuamente, como el caso de desplazamientos en un cuerpo elastico,
o la temperatura. F(v) es la energia total asociada con v. La forma corresponde a
la caracterizacion de la solucion de la ecuacion diferencial como una funcion en
Vi, que minimiza la energia total del sistema.

La caracteristica especial del método de elementos finitos, por el cual se le
asimila al método Ritz-Galerkin esta en el hecho de que las funciones en V, son
elegidas como polinomios.

En resumen, para resolver aproximadamente una ecuacion diferencial o integral
usando el método de elementos finitos, se siguen los siguientes pasos.

e Formulacion del problema como uno de calculo de variaciones.

e Discretizacion del método de elementos finitos: construccion del espacio
dimensional finito V.

e Solucion del problema discreto.

e Desarrollo del método en un computador.

¢ Modelos unidimensionales

Modelo general

Diferentes modelos representativos de situaciones de interés en mecanica
continua, obedecen a la siguiente representacion en una ecuacion diferencial.

—u' (x) = f(x) para 0 <x <1
y las condiciones de frontera u(0)=u(1)=0 (D)
Donde v’=dv/dx y f(x) es una funcion continua conocida.

Como se indicd, el inicio para emplear el método de elementos finitos
corresponde a la reformulacion de la ecuacion diferencial y las condiciones de
frontera (D) en la forma (My). En este caso

F(v)representa la energia potencial total al producirse una variaciéon v

Esto es:

1 .,
F) =5, v) = (f,v)

Donde %(v’,v’) representa la energia elastica interna, y (f,v) la energia externa
potencial debida a la carga. Entonces, el problema (M) corresponde al Principio
de energia potencial minima en mecanica; esto es



Encontrar uw €V tal que F(u) < F(v) con v EV (M)

El problema de calculo de variaciones (V) corresponde al Principio de trabajo
virtual, expresado en la forma:

Encontrar u € V tal que (u',v') = (f,v) conv €V 2
De esta manera, la solucion de (M) y (V) es también la solucion de D).

Caso de una barra eldstica
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BARRA ELASTICA CON FUERZA TANGENCIAL

El problema general (D) es representativo, por ejemplo, al caso de la barra
empotrada en sus extremos, sometida a una carga tangencial f(x). Se designa con
o(x) y u(x) la traccion y el desplazamiento en x, respectivamente, bajo la carga
f(x). Para un comportamiento elastico lineal y pequeias deformaciones, en el
intervalo (0,1), se cumple:

o=Eu Ley de Hooke
-0 =f Ecuacion de equilibrio
u(0)=u(1) =0 Condiciones de frontera

Para un moddulo de elasticidad E=1, y reemplazando la Ley de Hooke en la
Ecuacion de equilibrio, se obtienen las mismas expresiones del modelo general

(D).

Caso de una cuerda eldstica
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CUERDA ELASTICA EN TENSION

Igual resultado puede obtenerse en el caso de una cuerda elastica con tension 1,
fija en ambos extremos, y sometida a la carga f. Asumiendo pequenos
desplazamientos, se puede comprobar que el desplazamiento transversal u
satisface las ecuaciones (D).

Caso de conduccién de calor

Esta vez, u es la temperatura. Sea g el flujo de calor en una varilla conductora de
calor, sometida a una fuente de calor de intensidad f. Asumiendo que la
temperatura es cero en los puntos extremos, se cumple que:

—q =ku Ley de Fourier

q=f Conservacion de energia



u(0)=u(1)=0 Condiciones de frontera

En este caso, k es la conductividad térmica, y al hacer k=1, se obtiene (D).



